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ALEPH

o ALGEBRE

Terminale CDE

nombres réels, calcul numérique,

Classiques Hachette,

nombres complexes

C. GAUTIER
G. GIRARD

D. GERLL

C. THIERCE

A. WARUSFEL

L'ensemble IN des nombres entiers a été
étendu & des ‘“nombres” cardinaux transfinis,
traditionnellement désignés par la lettre
hébraique aleph diversement indexée.
Aleph-zéro représente ainsi le cardinal de N
lui-méme. Aleph-un est le plus petit cardinal
supérieur 3 Aleph-zéro et ainsi de suite,
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ALEPH,

conforme aux nouveaux programmes

classes | ALGEBRE GEOMETRIE
de | C. GAUTIER, G. GIRARD ET A. LENTIN G. GIRARD ET C. THIERCE

d 1 plan affine / plan vectoriel
Seconae |4 ansembles / applications / nombres réels 2 géométrie vectorielle / géométrie affine
ACT 3 géométrie métrique

2 fonctions et équations numériques 4 géométrie dans |'espace et géométrie descriptive

AB | MATHEMATIQUE
classes | C- GAUTIER, G. GIRARD ET C. THIERCE

de 1 ensembles / statistique / prohabilités / fonctions 2 géométrie métrique / trigonométrie
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A | MATHEMATIQUE

B | MATHEMATIQUE 1 fonctions / calcul intégral

2 fonctions logarithmes et exponentielles

statistique / probabilités

C | ALGEBRE nombres entiers

D MATHEMATIQUE géométrie / statistique

E MATI—IEMATIQUE géométrie descriptive / algébre
CE | GEOMETRIE 1 et 2 éléments de géométrie affine et euclidienne
CDE | ALGEBRE nombres réels, calcul numérique, nombres complexes
ANALYSE 1 calcul différentiel, applications 2 calcul intégral, applications
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Preéeface

Ce fascicule est consacré G Uétude des nombres réels et des
nombres complexes.

Dans la premiére partie, yui a été traitée dans le méme esprit
que le fascicule réservé aux seuls éléves de Terminale C (nombres
entiers). nous avons choisi délibérément d’écarter toute cons-
truction explicite du corps R. Celui-ci a été présenté comme
un corps commutatif totalement ordonné, out les coupures :

R=AUB, AnNB=2, A# .. B# &

(x€A ¢t yvEB = x<y)

définissent toujours un nombre réel = tel que :

(xeA et yEB = x<z<y)

Cela admis, une théorie cohérente de IR s’ensuit, et los propriétés
Jondnmentales de lu borne supérieure et des intervalles em-
boités en découlent d’une maniére simple. préparant les éléves
a la notion d’encadrement, si importunte pour le calcul
numérique.

dgissant ainsi axiomutiquenment, nous pensons (a la suite de
J. Dicudonné, par exemple) que la théorie compléte des coupures
de Q. ainsi que celle des suites de Cauchy. doivent rester réservées
a Uenseignement supérieur ot leur nttlivé ot leur subtilité sont
mieux admises. De toutes maniéres, elles supposent une cons-
truction de Q. hors programme, alors que ce corps n'est autre
que Uintersection des parties de R contenant 1, stables pour la
soustraction et la division.

Le corps € des nombres complexes posait d autres problémes.
L’extension quadratique par (X? + 1) nous étant interdite & ce
niveuu, conformément au programme, nous avons suivi I’iden-
tification de € & un certain ensemble de mairices d'ordre 2.

Rappelons néanmoins que les problémes rassemblés sous le
n® 3.160 du fascicule d’Algébre Terminale C, et sous le n° 4.96
du présent fascicule permettent aux éléves de suivre une autre
viie sans donte moins artificielle (I"étude des nombres duaux,
esquissée dans cet exercice, nous parait en particulier formatrice
quant & la compréhension de la véritable nature d’une extension).

La partie la plus délicate concernait, sans aucun doute, la notion
d’argument. Dans la confusion non encore totulement dissipée
G ce jour qui caractérise toul ce qui est angulaire, nous avons
résolument conservé notre ligne de ronduite : traiter tout le
programme avec un scrupule qui nous interdit tout « a-pen-
prés», fat-ce au prix d’un alourdissement encore inévitable.
Mais nous crovons avoir beaucoup tempéré le foisonnement
d’applications reliant entre eux matrices, ungles. mesures (telles
que Cos ot cos. entre autres) par usage constant. que le professear
ne manquera pas de renforcer encore, de diagrammes élémen-
taires trés intuitifs. Tout cela est actuellement encore trop
abstrait pour beaucoup d’entre nous; mais nous espérons que
I"expérience pédagogique en cours, dans laquelle notre livre joue
un réle que nous voudrions positif, permettra la naissance d’une
nouvelle intuition qui donnera a ces notions une perspeclive
plus nette et plus stable d’oti les concepts esseniiels se dégageront
avec une force yu'tls n’ont peut-étre pas encore.

Bien entendu. pour ce fascicule comme pour tous les autres,
nous serons (rés intéressés par toute remarque que nos collégues
seront amenés G nous communiquer. Cela nous permettra,
le cas échéant. de relever certaines erreurs nous ayani échappé;
surtout, ce conlact nous guidera pour une exploitation meilleure,
dans les futures éditions, des choix pédagogiques que noas
soumettons aujourd’hui @ la critiqice des enseignants et de leurs
éléves.

LES AUTEURS



MATHEMATIQUE /CLASSES TERMINALES

NOUVEAUX PROGRAMMES
Arrété du 14 Mai 1971

SECTION A
PARTIE OBLIGATOIRE

Fonctions exponentielles ot logarithmes

I. Révision des notions relatives a la continuité, aux limites, & la dérivation
d'une fonction réelle d’'une variable réelle. Dérivée d’une fonction composée.
On admettra sans démonstration que si une fonction numérique est dérivable
sur un intervalle, et si sa dérivée est positive ou nulle sur cet intervalle, alors elle
est croissante au sens large sur cet intervalle et que I'image d’un intervalle est
un intervalle.
Interprétation géométrique de la dérivée.
Application & I'étude et  la représentation graphique de quelques fonctions sim-
ples (uniquement sur des exemples numériques).
Fonction x |—— x" (n € Z).
(On ne demandera pas aux candidats au baccalauréat de démontrer directement
la continuité d'une fonction, ou de chercher directement une limite ; on se bornera
& utiliser les théorémes généraux, énoncés sans démonstratiou, a propos des limi-
tes des sommes, produits, quotients de fonctions).

IL1. Exemples, tirés des sciences humaines et naturelles, de fonctions dont
Paceroissement sur tout intervalle [x, x - £], pour un £ donné, est proportionnel
4 la valeur de la fouction au point x.

2. Etude des suites n [——> f(n) telles que f(n + 1) — f(n) =kf(n),
n €N, calcul de £ (1), monotonie de { ; limite de f lorsque n tend vers + 00.

3. On admettra I’existence, pour tout a réel strictement positif, d'une unique
fonction continue et dérivable f, définie sur IR telle que pour tout couple de
nombres réels (x, y) on ait f5 (x + y) = f (x) f, (y) et f5 (1) = a. Calcul de
£, (x) pour x € Z et x € @). (On pourra admettre 'existence d’une racine nl¢™¢
pour tout nombre réel positif et tout entier positif n).

Calcul de {’4 (x) en fonction de f/; (0).

Notation ¢# (fonction exponentielle de base a), propriétés des exposants:
ab)c = ab¢, (ab)¢ = acbC. Signe et monotonie de fy, limite de f, pour x ten-
ant vers 4 00.

4. Nombre ¢. Notations exp « et e, La fonction x |—> exp x sera caracté-
risée parmi les fonctions exponenticlles par le fait que sa dérivée vaut 1 pour
x =0

Equations différenticlles y’ = ky.
5. Fonction réciproque de la fonction x [——> a%. Notation Log a. Loga-

rithmes décimaux et népériens, notations Log ou In; formule a% = % Loga,
Usage des tables et de la régle a caleul.

6. Représentation graphique des fonctions exponenticlles et lagarithmes.

a®
7. Etude des lonctions x |—> o pour n €N, a> 1. On énoncera le résul-

tat concernant la limite de ces fonctions pour x tendant vers + CO. {Toute
démonstration est en dehors du programme).
Application aux fonctions logarithmes.

PROGRAMME COMPLEMENTAIRE

Calcul des probabilités
Espaces probebilisés finis ({3, § ({2). p). Exemples (dés pipés ou non, cartes,
urnes, ...).

Variable aléatoire numérique ; événements liés & une variable aléatoire X (par
exemple, parties de  telles que X ((») = a, ou X () < & pour a donné) ;
densité discréte ; fonction de répartition, croissance ; espérance mathématique
(ou valeur moyenne) ¢t variance d’'une variation aléatoire.

Probabilité conditionnelle d’un événement par rapport i un événement de pro-
babilité non nulle. Evénements indépendants. Produits d’espaces probabilisés
finis ; exemples.

SECTION B

« Les rubriques du programine comportent un ordre d’énumération. Cet ordre
exprime parfois une intention dont les professeurs pourront s’inspirer, mais il ne
saurait étre iniposé ; par exemple, il est loisible de permuter les I.1 et 2 (notions
de continuité et de limite) etc... ».

1. — Etude des fonctions numériques d’une variable
réealle.

1. Notion de continuité (en un point, sur un intervalle).

Définitions, éclairées par de nombreux exemples et comtre-exemples. Enoncé
des propriétés des fonctions continues (on admettra les théorémes concernant la
somme, le produit, le quotient de telles fonctions ; on admettra que I'image d’un
intervalle par une fonction continue est un intervalle).
Fonction réciproque d'une fonction continue strictement monotone sur un inter-
valle, Exemples,

2. Notion de limite.
Définitions, éclairées par de nombreux exemples et contre-exernples. On mon-
trera I'unicité de la limite, ct on admettra les théorémes concernant la limite d'une
somme, d'un produit, d’un quotient.
Cas particulier des suites.

3. Notion de dérivée.
Révision du programme de 1re B.

Dérivée en un point de la composée de deux fonctions dérivables ; de la fonc-
tion réciproque d’une fonction dérivable strictement monotone.

On admettra que si une fonction numérique admet une dérivée positive ou nulle
sur un intervalle, elle est croissante {(au sens large) sur cet intervalle.

Etude du sens de variation d’une fonction dérivable & 'aide du signe de sa dérivée.
Exemples de représentation graphique de fonctions dérivables par intervalles
(on évitera les exemples présentant des difficultés techniques).

11. — Calcul intégral.

1. Somme de Riemann d’une fonction numdrique f d'une variable réelle définie
sur un intervalle fermé borné [a, b]. On admettra que si f est continue, ou mono-
b

tone par morceaux, il existe un unique nombre réel ff (t) dt que les sommes de

A
Riemann approchent arbitrairement lorsque la longueur du plus grand intervalle
de subdivision est suffisamment petite.



2. Propriétés de linéarité de I'intégrale d’une fonction continue ou monotone
par morceaux, sur un intervalle fermé borné. Moyenne d’une telle fonction. Lien
avec la dérivation si la fonction est continue. Primitive d'une fonction continue,
ensemble des primitives ; égalité

b
f f(t)dt = F (b) — F (a), [ étant continne sur [a, b] ¢t admettant F pour
a. Py
primitive.
Calcul dans des cas simples, de primitives : intégration par parties.
3. On énoncera, sans démonstration, les propriétés des aires dout I'existence
est admise ici (additivité, unité d’aire).
Application du calcul intégral & ’évaluation de I’aire de la partie R, x IR dék-
nie par a £ x < b 0 < y < { (x), { étent une fonction positive, monotone
par morceaux, puis une fonction positive continue.

Extensions & b <{ a et & une fonction négative.

111. — Fonctions élémentaires.

Il sera opportun de répartir les différeutes rubriques de ce chapitre entre plu-
sieurs moments de ’année, de maniere a lcs étudier en liaison av ec les titres I et I1.

1, Fonctions x |— x? (n € Z); dérivées, primitives, représentation gra-
phique.
2. Fonctions x |[—> 27 (x> 0, r EQ); dérivées, primitives.
3. Suites arithmétiques ct géométriques. Somme des n premicers termes.
4. Fonctions circulaires (révision) : dérivées et primitives de x|——> cos
(ax + b) et x |——> sin (ax + b).
5. Logarithme népérien (notation Log)
-
Tt
Logx:J T {(x > 0).
1
- . . infing Log «
Limite, quand la variable positive x tend vers l'infini, de Log x et — >,
. . . . x
Limite, quand « tend vers 0, de x Log x. Représentation graphique.
6. Fonetion exponentielle (notation exp).
Propriétés ; dérivée ; représentation graphique ; nombre e ; notation % ; limite

x4
de 3 quand x tend vers + cO.

7. Autres fonctions logarithmiques et exponentielles.

Relations entre les fonctions exponentielles et logarithmiques de base a, et celles
de base e.

1V. — Statistique et Probabilités.

Révision du programme de Premiére B.

SECTION D

a) Les paragraphes marqués d’un astéricque ne peuvent faire I'objet de questions
de cours, ecntfs ou orales, ni étre utilisés, en mathématiques, & ’occasion d’un
probléme ou d’un excrcice d’application i I’éerit ou a I'oral du baccalauréat.

) Les rubrique~ du programme comportent un ordre d’énumcération. Cet ordre
exprime parfois une intention dont les professeurs pourront <'inspirer, mais il ne
sanrait étre impos~é ; par exemple il est loisible de donner, en 1.3, une autre intro-
duction des nombres complexes, de permuter IL1 et 2 (notions de continuité et
de limite) ete...

¢) Chaque fois que ’occasion s’en préscntera on mettra en évidence, sur les exem-
ples étudiés dans les différents chapitres, les structures de groupe, sous-groupe,
anneau, corps, espace vectoriel rencontrées,

f. — Nombres réels : calcul numérique ; nombres
complexes.

1. Inventaire (sans démonstration) des propriétés de IR : c’est un corps com-
mutatif totalement ordonné (révision) ; toute partie non vide majorée admet an
plus petit majorant ; tout intervalle de JR contenant plus d’un point contient un
nombre rationnel.

2. Valeurs décimales approchées a 10—% prés, par défaut et par excés d’un
nombre réel.
Représentation d’un nombre réel par une suite décimale illimitée (I'étude de la
périodicité n'est pas au programme). Valeurs approchées d’un nombre réel,
encadrement, incertitudes absolue et relative.
Valeurs approchées d’une somme, d’une différence, d’un produit, d’un quotient
de nombres réels dont on connait des valeurs approchées.
De nombreux exercices de calcul numérique seront faits a 1’occasion de I'étude
des fonctions usuclies et & l'occasion de problémes, pour mettre en asplication
les motions dc¢ valeurs approchées, d’encadrement, d’ordre de grandeur d’an
résultat, d’incertitude (ef. IV.8).

3. L’addition et la multiplication des matrices 2 x 2 munissent I'enserble
a—
(€ des matrices i coefficients réels de la forme
a

) d’une structure de corps
commutatif. Identification de JR. & un sous-corps de ( par l'application

a 0

a—> ( 3 C est un espace vectoriel de dimension 2 sur JR. Notation a + bi;
0 a

nombre complexe ; nombres pl conjugués ; dule d'un nombre com-

plexe.

4. Homomorphisme 0 de IR sur le groupe multiplicatif des nombres com-
plexes de module 1 (rappel de Premitre) ; forme trigonométrique d'un nombre
complexe non nul : r (cos x 4 isinx) avec r > 0 et x €]R ; argument d'un
tel nombre (classe des nombres x ou, par abus de langage, I'un d’eux).

Calcul de cosnx et desinnx (x€R, n = 2, 3, 4), et, linéarisation des poly-
némes trigonométriques.

Existence ct représentation géométrique des racines n'®™S d’un nombre com-
plexe (n < 4).

5. Résolution des équations du premier et du second degré & coefficients com-
plexes ; calcul des parties réelles et imaginaires des racines ; cas des coefficients
réels,

It. — Calcul différentiel.

1. Fonctions numnériques d’une variable réelle : continnité. Continuité « en

un point » ; continuité sur un intervalile ; somme, produit, quotient de fonctions
continues ; continuité de la fonction composée de denx fonctions continues
(sans démonstration).
On admettra sans démonstration le théoréme suivant : « si une fonction est
continue sur un intervalle, I'image, par la fonction, de cet intervalle est un
intervalle ». Application i une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle : existence de la fonction réciproque ; monotonie et continuité de cette
fonection (on admettra la continuité).

2. Fonctions numériques d’une variable réelle : limites.
Limite d’une fonction lorsque la variable tend vers un nombre réel donné, vers
I'infini. Unicité.
Cas particulier des suites.
Limite d’une $omme, d'un produit, d’'un quotient (sans démonstration).

3. Fonctions numériques d'une variable réelle : dérivation. Révision du pro-
gramme de 1r¢ D : fonction linéaire tangente en un point i une fonction donnée ;
notation différentielle : dérivée en ce point.

Fonction dérivée ; dérivée d’une somme, d'un produit, d’un quotient de fone-
tions dérivables. Interprétation géométrique de la dérivée (repire cartésien);
équation de la tangente.

Définition des dérivées successives.



Dérivée en un poiut de la composée de deux fonctions dérivables.
Dérivée en un point de la réciproque d'une fonction dérivable et strictement
monotone.

On admettra saus démonstration que si une fonction numérique est dérivable
sur un intervalle et si sa dérivée est positive ou nulle ¢elle est croissante au sens
large sur cet intervalle.

Comparaison de deux fonctions ayant méme fonction dérivée sur un intervalle.
Etude du sens de variation d'une fonction dérivable & I’aide du signe de sa dérivée.
Représentation graphique,

4. Fonections vectorielles d’une variable réelle.
Application d'une partie de R dans un espace vectoricl cuclidien de dimension
nie.
Continuité en un point ; limite d'une fonction lorsque la variable tend vers un
nombre réel donné, vers 'infini.

Dérivée en un point ; si I’espace vectoriel est rapporté 4 une base, coordonnées,
dans cette base, de la dérivée ; fonction dérivée.

Dérivée d’une somme de fonctious vectorielles dérivables, du produit d'uae fone-
tion vectorielle dérivable par une fonction numérique dérivable.

Dérivée du produit scalaire de deux fonctions vectorielles dérivables.
Application a la recherche de tangentes. Exemples.

5. Cinématique du point.
Mouvement d'un point : application d’un intervalle de IR dans un espace affine
euclidien. Trajectoire.

Vecteur-vitesse 4 un instant donné. Un repére étant choisi, coordonnées du vec-
teur-vitesse dans ce repére. Norme du vecteur-vitesse.

Vecteur-aceélération & un instant donné. Un repere étant choisi, coordonnées du
vecteur-accélération dans ce repere.

Etude des mouvenients circulaires (vitesse angulaire) : étude des mouvements
hélicoidaux uniformes.

111. — Calcul intégral.

1. Définition des somnmes de Ricmann d’une fonction numérique d’une variable
réelle sur un intervalle fermé¢, borné. Existence de I'intégrale pour une fonction

"

monotoue : notation f(t) dt; premidres propriétés. On admcttra que ces

“ua
propriétés s’étendent A des fonctions continue-, ou monotoncs par morceaux.
Moyenne d'une telle fonction sur un intervalle fermé, borné.
Lien avec la dérivation en des points ot la fonction est continue.

Primitives ; ensemble des primiitives ; égalité

b
{ f(1)dt = F (b)) — F (a)
va
{ érant continue sur [a, b} et admettant F pour primitive.
Caleul de primitives ; intégration par parties.
2. On énoncera sans démonstration, les propriétés des aires dont l'existence
est admisge ici (additivité, unité d’aire...).
Application dn caleul intégral & ’évaluation de I'aire de la partie de R » R
définje par :

a<x=<b 0 < v fx),
f étant une fonction positive, monotone par morceaux, puis une fonction positive
continue,
Extensions & b< a et 4 une fonction négative.
3*. Applications géométriques, mécaniques, physiques, etc... (caleul de volumes,

masses, moments d’inertie ; vitesse et distance parcouruc ; intensité et quantité
d’électricité : puissance et énergie, etc...).

Valeur efficace d’un phénomene périodique.

1IV. — Exemples de fonctions d’une variable réelle.

Certains résultats de ce chapitre, déja connus des éléves pourront illustrer les
chapitres précédents ; il sera opportun de répartir les différentes rubriques de
celui-ci entre plusieurs moments de I'année.

1. Fonction x—> x7 (n & Z) ; dérivée ; primitive.
2. Fonction x—- x7 (r € () : x> 0) dérivée ; primitive.
3. Suites arithmétiques et géométriques. Somme des n premiers termes.
4. Fonctions circulaires ; dérivées (révision) ; dérivés et primitives de
x [~—-> cos (ax + b) et x |——> sin (ax + b).
3. Logarithme népérien (notation Log)

"z
Log x = —? (x > 0).
“1

Limite, quand la variation positive x tend vers I'infini de Logx et

Log x
-
Limite de x Log x quand x tend vers 0. Représentation graphique.

6. Fonction exponenticlle (notation exp).

Propriétés ; dérivée ; représentation graphique ; nombre e ; notation e? ; limite

el
de — quand x tend vers L OC.
x

7. Autres fonctions logarithmiques et exponentielles.
Relations entre les fonctions exponenticlle et logarithmique de base a, et celles
de base e.

Notation e!Z pour désigner cos x + i sinx; @) €tant une constante réelle, déri-
vée de la fonction x—> iz,

Remarque @ L'étude d’exemiples de fonctions composées du type logarithmique
ou exponenticl sera strictement limitée aux cas ol sont en évidence les intervalles
sur lesquels la dérivée garde un signe constant et ol les indéterminations a lever

. sont uniquement celles qui ont été énumérées plus haut.

8. Calcnl numérique.
Usage de la régle a calcul ;
Usage de tables ; pratique de I'intcrpolation lindaire. Tables de logarithmes ;

Usage de machines & caleuler de bureau.

9%, Equations différentielles,

Recherche des fonctions une ou deux fois dérivables de la variable réelle x véri-
fiant les équations :
¥’ = a y, a étant unc constante réelie,

”n . 13
y 4 w2y =0,¢) étant une constante réelle non nulle (on admetira que les golu-
tions formeni un espacc vectoriel de dimension 2),

V. — Eléments d'algébre linéaire.

L. Géométric vectorielle :

a} révision du titre IV de la classe de 1rc D,
b) on admettra que l'espace euclidicn réel cst orientable , produit vectoriel de
deux vecteurs de I’espace euclidien orienté de dimension 3,
2. Barycentre dans un espacc affine. Repére affine.
Réduction dans le cas euclidien de
f(M) = aMA2 + BMB2 + cMC2.
3. Interprétation géoméirique d’une application z | —— az + b (a, b com-

plexes, a 3 0, aprés identification du plan au corps des nombres complexes,
grice au choix d'un repére orthonormé ; groupe des similitude directes du plan,



V1. — Probabilités sur un ensemble fini ; statistique.

1. Espaces probabilisés finis Q. B (Y, p)
Applications mesurables (ou variables aléatoires) : probabilité image ; fonction
de répartition d’une variable aléatoire réelle.
Couples de variables aléatoires réelles, loi du couple. Lois marginales. Couple
indépendant. Systéme de n variables aléatoires indépendantes.

2. Espérance mathématique d’une variable aléatoire a valeurs dans R oculR2.
Espérance mathématique de la somme de denx variables aléatoires réelles d’un
couple, du produit dans le cas d’un couple indépendant.

Variance, écart-type d'une variable aléatoire réelle.

3. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Epreuves répétées, loi faible des grands
nombres.

4. Description statistique d'une population vu d’un échantillon (révision du
programme de statistique de 1r¢ D, titre VII.10 ; exercices pratiques sur ce pro-
gramme : calcul de coefficients de corrélation observés.

TERMINALE C et E (PREAMBULE)

a) Les paragraphes marqués d’un astérisque ne peuvent faire l'objet de ques-
tions de cours, €crites ou orales, ni étre utilisés, en mathématiques, & ’occasion
d'un probleme ou d'un exercice d’application & ’écrit ou 4 I'oral du baccalauréat.

SECTION C SECTION E

b) Les rubriques du programme b) Les rubriques du programme

comportent un ordre d’énumération.
Cet ordre exprime parfois une inten-
tion dont les professeurs pourront
s'inspirer, mais il ne saurait &tre impo-
é ; par exemple il cst loisible de per-
muter au L3 les trois alinéas concer-
nant les nombres eutiers, les I1I.1 et 2
(notions de continuité et de limite), de
donner, en I1.3, une autre introduction
des nombres complexes, ete...

comportent un ordre d’énumération.
Cet ordre exprime parfois une inten-
tion dont lcs professeurs pourront
s’iuspirer, mais il ne saurait étre impo-
sé ; par excmple,il est loisible de don-
ner, en 11.3 une autre introduction des
nombres complexes, de permuter TIL.1
et 2 (notions de continuité et de
limite) ete.

¢) Chaque fois que I'occasion s’en présentera on mettra en évidence, sur les
exemples étudiés dans les différents chapitres, les structures de groupe, sous.
groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ainsi que les isomorphisines, homomor-
phismes (noyau) automorphisines rencontrés.

SECTION C

I. — Nombres entiers natureis arithmétiques.

1*. Enoncé des propriétés attribuées i I'ensemble [N des entiers naturels.
Raisonnement par récurrence. Applications de [N dans un ensemble X ; nota-

tion indicielle ; exemples.

2. Anneau Z des entiers relatifs ; multiples d’un entier relatif : notation nZ.
Congruences modulo n ; I'anneau Z/nZ ; division euclidienne dans 7Z, dans N.
Principe des systdmes de numération ; base ; numérations décimale et hinaire.

3. a) Nombres premiers dans Z 3 si p est premier, Z/pZ est un corps.
b) Décomposition d’un nombre en facteurs premiers ; existence, nnicité.:

¢) Plus grand comnun diviseur et plus petit commun multiple : nombres pre-
miers entre eux ; identité de Bezout. (L'ordre de a), b}, ¢) est, bien entendu,

laissé aun choix du professeur).

SECTION E

I. — Nombres entiers naturels arithmétiques.

Exemples de raisonnement par récurrence.
Exemples d’emploi de la notation indicielle.

Principe des systémes de numération ; base ; nuniération décimale et binaire.

SECTION C et E

. — Nombres réels. Calcul numérique. Nombres
complexes

1. Inventaire (sans démonstration) des propriétés de IR : ¢’est un corps com-
mutatif totalement ordouné (révision) ; toute partic non vide majorée admet un
plus petit majorant ; tout intervalle de JR_ contenant plus d’un point contient un
nombre rationnel.

2. Valeurs décimales approchées a 10 -% prés, par défaut et par excds, d'un
nombre réel.
Représentation d'un nombre réel par une suite décimale illimitée (’étude de la
périodicité n’est pas au programme).
Valeurs approchées d’un nombre réel, encadrement, incertitudes absolue et rela-
tive.
Valeurs approchées d'une somme, d'une différence, I'un produit, d'un quotient
de nombres réels dont on connait des valeurs approchées.
De nombreux exercices de calcul numérique seront faits a l'occasion de I'étude
des fonctions usnelles et a 'occasion de problémes, pour niettre en application
les notions de valeurs approchées, d'encadrement, d’ordre de grandeur d'un
résultat, Jiacertitude (cf. V.0).

3. L'addition et la multiplication des matrices 2 X 2 inunissent I'ensemble €

des matrices & coefficients récls de la forme (" i "} d'une structure de corps
commutatil. Identification de [R & un s;),\,xs-cu(;i)s de @€ par lapplication
a
al— (0 0) ; € est un espace vectoriel de dimension 2 sur IR. Notation
a
a + bi; nombre complexe ; nombres complexes conjugués ; module d’un nom-
bre complexe.

4. llomowmorphisme §) de IR sur le groupe multiplicatif des nombres complexes
de module 1 (rappel de Premitre) ; forme trigonoméirique d’un nombre complexe
non nul : r (cos x + isin x) avec r>> 0 et x €R ; argnment d'un tel nombre
(vlasse des nombres x ou, par abus de langage, I'un d’enx).

Caleul de cos n x et de sinnx (=~ €R, n = 2, 3, 4), ct linéarisation des poly-
némes trigonométriques.

Existence et représentation géométrique des racines n'¢™€8 d’un nombre com-
plexe.

5. Résolution des équations du premier et du second degré & coefficients
complexes ; calcul des parties réelles et imaginaires des racines ; cas des coeffi-
cients réels,

— Calcul différentiel.

1. Fonctions numériques d'une variable réelle : coutinuité. Continuité « en un

point » ; coutinuité sur un iutervalle ; somme, produit, quoticnt, de fonctions
continues ; continuité de la fonction composée de deux fonctions continues
(sans démonstration).
On admettra sans démonstration le théoréme suivant : « si une fonction est
continue sur un intecvalle, I'image, par la fonction de cel intervalle est un
intervalie ». Application & une fonction continue ct strictement monotone sur
un intervalle : existence de la fonction réciproque ; monotonic et continuité de
cette fonction (on admettra la coutinuité).




2, Fonctions numériques d'une variable réelle : limites. Limite d’une fonction
lorsque la variable teud vers un nombre réel douné. vers 'infini. Unicité.
Cas particulier des suites
Limite d'une somme, d’un produit, d'un quotient (sans démoustration).

3. Fonctions numériques d'une variable réelle : dérivation. Révision du pro-
gramme de Premitre : fonction linéaire tangente en un point & une fonction don-
née ; notation différenticlle : dérivée en ce point. Fonction dérivée ; dérivée d’unc
somme, d'un produit, d’un quotient de fonctions dérivables.

Interprétation géométrique de la dérivée (repére cartésien) ; équation de la tan-
gente. Définition des dérivées successives,

Dérivée en un point de la composée de deux fonctions dérivables.

Dérivée en un point de la réciproque d’une fonction dérivable et strictement
monotone.

On admettra sans démoustration que si une fonction numérique est dérivable
sur un intervalle et si sa dérivée est positive ou nulle clle est croissante au sens
large sur cet intervalle.

Comparaison de deux fonctions ayant méme fonction dérivée sur un intervalle.
Etude du scns de variation d’une fonction dérivable & I'aide du signe de sa dérivée.
Représentation graphique ; exercices simples de recherches d’asymptotes.

4. Fonctions vectorielles d'uhe variable réelle.
Application d'unc partie de [R dan~ un espace vectoriel euclidien de dimension
finie.
Continuité en un point ; limite d’une fonction lorsque la variable tend vers un
nombre réel donng, vers I'infini.
Dérivée en un point ; si ’espace vectoriel est rapporté a une base, coordonnées,
dans cette base, de la dérivée ; fonction dérivée.
Dérivée d’une somme de fonctions vectorielles dérivables, du produit d'une fone-
tion vectorielle dérivable par une fonction numérique dérivable.
Dérivée du produit scalaire de deux fonctions vectorielles dérivables.
Application a la techerche de tangentes ; exemples des coniques ct des hélices
cireulaires.

S. Cinématique du point.
Mouvement d’un point : application d’un intervalle de JR dans un espace affine
euclidien. Trajectoire.
Vecteur-vitesse & un instant donné. Un repere étant choisi, coordonnées du vec-
teur-vitesse dans ce reperc. Norme du vecteur-vitesse.
Vecteur-accélération & un instant donné. Un repére étant choisi, coordonnées du
vecteur-accélération dans ce repere. Etude des mouvements circulaires (vitesse
angulaire) ; étude des mouvements hélicoidaux uniformes,

V. — Calcul intégral.

1. Définition des sommes de Riemann d’une fonction numérique d'une varia-
ble réelle sur un intervalle fermé, borné. Existence de l'intégrale pour une fonc-

tion monotone ; notation f(t)dt; premiéres propriétés. On admettra que

o

ces propriétés s’étendent & des fonctions continues, ou nonotones par niorceaux.
Moyenne d’une telle fonction sur un intervalle fermé, borné.

Lien avec la dérivation en des points ol la fonction est continue.

Primitives ; ensemble des primitives ; égalité

b
f f()dt=F (b) —F (a)
a
f étant continue sur [a, b] et admettant F ponr priniitive.
Calcul de primitives ; intégration par parties.

2. On énoncera, sans démeonstration, les propriétés des aires dont I'existence

est admise ici (additivité, unité d’aire...). Application du calcul intégral & ’éva-
luation de I'aire de la partie de IR JR définie par :
aga b 05y < Ex),

f étant une fonction positive, monotone par morceaux, puis une fonction positive
continue.

Extensions a & < a et 4 une fouction négative.

SECTION C et E

3*. Applications géométriques, mécaniques, physiqies, ete... (calcul de volu-
mes, masses, moments d’inertie ; vitesse et distance parcourue ; intensité et
quantité d’éiectricité ; puissance et énergie, ete...).

Valeur efficace d’un phénomeéne périodique.

V. — Exemples de fonctions d’une variable réelle.

Certains résultats de ce chapitre, déja connus des élkves pourront illustrer les
chapitres précédents ; il sera opportun de répartir les différentes rubriques de
celui-ci entre plusieurs moments de ’année.

1. Fonction x | - xt (n € Z); dérivée ; primitives.

2. Fonciiou ¢ |—— 37 (r € Q :x>> 0) dérivée ; primitives.

3. Suites arithmétiques et géométriques. Somme des n premiers termes.

4. Fonctions circulaires ; dérivées (révision); dérivées et primitives de
x [/ vos (ax - b) el x [—> sin (ax + b).

5. Logarithme népérien (notation Log et In)

CF di
Logx = — (x> 0).
¢
“1

P . . . . Log x L
Limite, quand la variable positive x tend vers I'infini de Log x et -~2-- . Limite
de x Log x quand x tend vers 0. x
Représentation graphique.

6. Fonction cxponentielle (notation exp).
Propriétés ; dérivée ; représentation graphique ; nombre e ; notation eZ ; limite

et
de — quand x tend vers {- Q0.
x
7. Autres fonctious logarithmiques et exponentiellies.

Relations entre lew fonctions exponenticllc et logarithmique de base a, et celles
de buse e.

SECTION C

Définition de 2% ot o0 € R 5
dérivée de la fonction x [~—> x%.

SECTION C et E

* Notation e{* pour désigner cos x 4 I sin x ; () étant une constante réelle, déri-
de la fonction x |—> €i®z,

Remarque : L'étude d’exemples de fonctions composées du type logarithmique
ou exponentiel sera strictenient limitée wux cas ol sont en évidence les inter-
valles sur lesquels la dérivée gurde un signe constant ct ofl les indéterminations &
lever sont uniquement celles qui ont été énumérées plus haut.

SECTION E

8. Calcul numérique.

SECTION C

8. Calcul numérique.
Révision des programmes de Secon-

Usage de la régle i calcul ; Usage des
de T et Premiére E.

tables ; pratique de ['interpolation
linéaire. Tables de logarithmes.

Usage de machines & caleuler de
bureau.

SECTION C et E

9*. Equations différentielles.
Recherche des fonctions numériques une ou deux fois dérivables de la vgriable
réelle x vérifiant les équations :

.

y’ = a y, a étant une constante réelle

¥/ + w2 = 0, (» étant nune constante réelle non nulle (on admettra que les
solutions forment un espace vectoriel de dimension 2).



SECTION C et E

V1. — Eléments de géométrie affine et euclidienne.

N.B. : Dans ce paragraplie le corps de base est JR et la dimension n est toujours
égale a 2 ou 3. Une « transformation d’un ensemble E » est une bijection de E sur
lui-méme : nne application { de E dans lui-méme est une involution si fof est
Pidentité : c’est une transformation de E.

1. Somnie directe de deux sous-espaces 1 ectoriels ; sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires.

Application linéaire d’un espace vectoriel E dans nn espace vectoriel F | image et
noyau. Addition et composition des applications linéaires. Groupe linéaire.
Homothéties vectorielles.

2. Barycentre dans un ¢space affine. Variété affine. Repére affine.
Réduction dans le cas euclidien de

(M) = aMA2Z + BMB? + cMC2.

3. Application affine d’un espace affine E dans lui-méme, application linéaire
associée. Exemples : projection paralléle sur un sous-espace affine : involutions
affines, leurs points fixes ; translations et homothéties,

4. Applications linéaires d’un espace vectoriel euclidien dans lui-méme conser-
vant la norme ; transformations orthogonales (isométries vectorielles), groupe
orthogonal.

Dans le plan vectoriel et duas l'espace vectoriel de dimension 3, éléments fixes
des transformations orthogonales involutives (syniétries). Orientation du plan
vectoriel cuclidien {rappel de la clusse de Premigre).

Etude des rotations vectorielles de 'espace vectoriel euclidien de dimension 3
(par définition, une telle rotation est, soit lidentité, soit une transformation
orthogonale qui & pour seuls éléments fixes ceux d’une droite vectarielle) ; groupe
des rotations vectorielles : orientation de ’espace.

Produit vectoriel, dans ’espace vectoriel eurlidien, orienté de dimension 3.

5. Définition d’une isométrie de 1’espace affine euclidien. Toute isométrie est
une bijection affine. Groupe des isométries ; sous-groupe des déplacements.

Dans le plan affine euclidien, symétries, translations, rotations i tout déplacement
est de 1'un de ces deux derniers types.

Dans P’espace affine euclidien de diniension 3, symétries, translations, rotations,
vissages : on admettra que tout déplacement est de I'un de ces trois derniers
types.

Exemples simples de groupes d’isométries laissant invariaut un ensemble donné.

VIii. — Compléments de géométrie euclidienne plane.

1. Angle d’un couple de demi-droites vectorielles {rappel de 1re).
Groupe & des angles de demi-droites.

Angle d'un couple de droites vectorielles (ensemble des deux rotations vectoriel-
les transformant la premiitre en la seconde).

Groupe A des angles de droites.
Homomorphisme canonique A — A ; son noyau.
llom‘;irphisme de A’ sur A déduit de ’homomorphisme ¢ |—> x + o de A

gur

Condition, en terme d’angles de droites, pour que quatre points soient cocyliques.

2. Similitudes planes (c’est-a-dire applications du plan dans lui-méme conser-
vant les rapports de distance). Représentation par les formules 2’ = az + b oun

2 = a3 + b lorsque l'on a identifié le plan & @ grice au choix d'un repére
orthonormé.

Points fixes des similitudes. Groupe des similitudes du plan et sous-groupes
remarquables.

SECTION C

3. Etude des courbes représentées, dans un repére orthonormé, par des équa-
tions de la forme :

ax? 4 by? + 2cx 4+ 2dy + e =0 (la] 4+ 1b] # 0).

Diflérentes forines de ces courbes ; existences d’axes ou de centres de symétrie,
d’asymptotes ; équations réduites ; existence de la tangente. Ellipse, hyperbole,
parabole définies par les propriétés de leurs points qui {ont intervenir les foyers
et directrices (les propriétés des tangentes aux coniques sont hors du programme).
Equation de ’hyperbole rapportée a se- asymptotes.

SECTION E

3. Etude des courbes représentées, dans un repére orthonormé, par des équa-
tions de la forme :

ax? + by? + 2cx + 2dy + e = O(Jo| + [b] # 0).
Différentes fornes de ces courbes ; existence d’axes ou de centres de symétrie,

d’asymptotes. Equations réduites : ellipse, hyperbole,’ parabole.
Existence de la tangente. Equation de I'hyperbole rapportée & ses asymptotes.

4. Géométrie descriptive. Les questions énumérées ci-dessous seront avanta-
geusement étudiées en liaison avec le cours de géométrie de cette classe et de la
classe antérieure ; elles serviront utilement & son illustration.

Rotation autour d’un axe vertical, ou de bout.
Rabattement d*un plan sur un plan horizontal ou frontal.

Distance de deux points, d’un point & une droite, d’un point & un plan ; angle de
deux droites.

Projection d’un cercle : épure.

Représentation d’un cylindre de révolution, d’'uu céne de révolution dont une
base circulaire est dans le plan horizontal de projection.

Coustruction par points et tangentes de la projection horizontale (resp. frontale)
de Pintersection d'une telle surface par uu plan de bout (resp. vertical).

Représentation de I’hélice circulaire droite tracée sur un cylindre de révolution
d’axe vertical.

SECTION C et E

VIll. — Probabilités sur un ensemble fini.

1. Espaces probabilisés finis ({2, B (€)), p)-
Applications mesurables (ou variables aléatoires) : probabilité image, fonction
de répartition d’une variable aléatoire réelle.

Couple de variables aléatoires réelles, loi du couple. Lois marginales.
Couple indépendant. Systéme de n variables aléatoires indépendantes.

2. Espérance mathématique d’une variable aléatoire & valeurs dans R ou]R2.
Fspérance mathématique de la somme des 2 variables aléatoires réelles d'un
couple, du produit dans le cas d’un couple indépendant.

Variance, écart-type d’une variable aléatoire réelle.
YP

3. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Epreuves répétées ; loi faible des grands
nombres. -
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1 NOMBRES REELS

1.1  Propriéiés de I’ensemble R.
1.2 Calculs d’incertitudes.

1.1 PROPRIETES DE L'ENSEMBLE R

1.1.1 Corps commutatif totalement ordonneé.

1 Rappelons qu'un ensemble K, muni de deux opérations notées
par les signes usuels + (addition) et x (multiplication) est appelé
un corps commutatif s’il est déja un anneau commutatif unitaire
pour ces lois, et si chaque élément non nul admet un inverse pour
la multiplication :

a+bte)=(a+b)+ ¢
associativites
a{bc) = (ab)c
b+ = ab
a(b + ) = ab + ac distributivités
(a + b)c = ac + bhe
a+b=b+a } ..
commutativites
ab = ba

a+0=0+a=a

éléments neutres
axl=1xa=a

a + (—a) = (—a) +
(@a#0) aa ' =ala=

-8

}élémenls symétriques

2 Un tel corps commutatif est totalement ordonné si I’on peut
définir, sur I’ensemble K. une relation d’ordre total, compatible
avec I'addition et avec la multiplication par un élément positif
(c’est-a-dire supérieur ou égal & 0) :

az=a

> > ¢ 2 ¢

(a b et b (‘) = (a (‘) ordre total
(@a>b et b>a) = (a=b)

a2b = b>a
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(@>b) = (@tec>b+o) )
compatibilités
(a=2b et ¢=>0) = (ac = bc) (2)

AR\

3 Nous admettrons existence de tels corps. Etudions quelques
conséquences des définitions ci-dessus, en utilisant librement les
symboles <, > et < déhnis par les relations immédiates :

(a<b) <= (b=>a);
(a>b) <= (a=b et a#b),;
(a <b) <= (b>a).

| (a+c=2b+c¢) = (az=h) (3)

En effet, il suffit d’appliquer I'implication (1) :
(a+ec=2b+¢) = (at+c+[—c]=2b+c+[—c].

| (a2b) <= (a+c=2b+ec) (4)

C’est la conséquence des relations (1) et (3).

| (a>b) <= (a+c¢c>b+o¢) (5)

Il suffit de remarquer que les égalités ¢ = beta + ¢ = b + ¢ sont
équivalentes et d’appliquer ’équivalence (4).

| (a>0) = (—a<0) (6)

En effet, on peut écrire :

(a>0) = (a+[—a] >0+ [—ada].

] (a<0) = (—a>0) (N

Ceci résulte de I'implication :

0>a) = (O+[—a]>a+[—al].



. (a>0) <= (—a<0) (8)

C’est une conséquence immédiate des relations (6) ct (7), et de
I'égalité a = —(—a).

] a?>0 )

Si a est positif ou nul, alors, d’aprés la relation (2) :
20 — a = aa = a0.
Or, a0 est nul puisque :
a0 + a0 = a(0 + 0) = a0.
Si a est négatif ou nul, on écrit de méme :
—az20 = a’ = (—a)(—a)=(—a)0 = 0.

Ceci prouve que I'équation x2 =k n’a pas de racines si k est
strictement négatif.

n 1>0 (10)
En effet : 1=1x1=12+#0.
] (a>0) = (a7'>0) (11)

Si 'on avait: ¢~ ! € 0, on pourrait alors en déduire I'inégalité :
ae”! < a0, c’est-a-dire :

1 <0,

ce qui est faux.

n (@a<0) = (al<0) (12)

Si I'on avait: a ! = 0, on pourrait alors en déduire I'inégalité :
aa”! € 027!, c’est-a-dire :

1<0.
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N (a>0) <> (a!>0) (13)

C’est une conséquence immédiate dex relations (L1) et (12). et de
légalité a = (a” ')~ 1.

| (a>b et ¢>0) = (ac > be) (14)

On a faulement ac = be. Si Pégalité était vérifiée, en multlplmnt
par ¢ ! qui est positif (11), on trouverait I’égalité a = b, qui est
fausse.

| (ac > bc et ¢>0) = (a>b) (15)

Ceci n’est autre que la relation (14) si l'on tient compte de
I’équivalence :
c>0 <= ¢ '>0.

4 Signalons encore les régles des signes :

@a=20 et b=20) = (a+b=0) (16)
(@a<0 et b<0) = (a+b<0) (17)
@>0 et b>0) — (a+b>0) (18)
@<0 et b<0) = (a+b<0) (19)
(20 et b>=0) = (ab>0) (20)
(@<0 et b=20) = (ab<0) 2n
(<0 et b<0) — (ab>0) (22)
(>0 et b>0) = (ab> 0) (23)
(a <0 et b>0) — (ab <0) (24)
(<0 et b<0) => (ab>0) (25)

Ce sont des conséquences immédiates des relations (1), (2), (8), (13)
et de la transitivité de la relation d’ordre. Par exemple :

(@a=0 et b=20) = (a+b=b et b=0);

d’ou la relation (16).



L’hyvpothése (a = 0 et b > 0) implique done bien :
a+ h=0,

et I'égalité a + b = 0 est rendue impossible par la relation (8),
etc. De méme, pour les implications concernant le produit, si I'on
remarque la propriété fondamentale :

(ab=0) = (a=0 ou b=0).

5 Enfin, un corps commutatif totalement ordonné K contient un
sous-ensemble isomorphe a I’anneau Z des entiers relatifs :

Z=1{...,-2 -1,01,23,...},

comme on le voit en associant I'enticr 0 et I’élément neutre de
I’addition, I’entier 1 et I’élément neutre de la multiplication, I'entier
n ct I’élément du corps obtenu en additionnant n éléments égaux
a 1, l'entier (—n) et I'opposé de I’élément associé a n; on peut
montrer facilement l'inégalité: n > 0, puis I'inégalité: 0 > —n,
en déduire une bijection entre Z et une partie du corps K, puis
vérifier que cette bijection respecte I’addition, la multiplication et
la relation d’ordre usuelles de Z. (Un corps commutatif totalement
ordonné est donc infini.) Nous écrirons, par abus de langage :

Z cK.

1.1.2 Corps des nombres réels.

Nous admettrons I’existence d’un corps, noté (R, +, x) (ou, plus
brievement, R), appelé corps des nombres réels, déja utilisé dans les
classes antérieures, et défini par les axiomes suivants.

DEFINITION /| On appelle nombre réel tout élément d'un ensemble
1 R possédant les propriétés suivantes :

Al IR peut recevoir la structure de corps commutatif
totalement ordonné.

A2 Toute égalité de la forme R = AUB, o0 Aet B
sont des parties non vides telles que tout élément de A
soit strictement inférieur a tous les éléments de B,
implique I’existence d’'un nombre réel supérieur ou égal
a tous les éléments de A et inférieur ou égal a tous les
éléments de B.
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Tous les corps commutatifs totalement ordonnés ne satisfont pas a
I’axiome A2; on peut montrer que le corps @ des nombres rationnels
peut s’écrire sous la forme demandée (prendre pour A 'ensemble
des rationnels r tels que: r < 0 ou: r’ < 2) bien qu’il n’existe
aucun rationnel séparant A de son complémentaire B.

Nous admettrons que les propriétés Al et A2 définissent bien un
corps, ¢t qu’il est unique, a un isomorphisme prés.

REMARQUES. — 1 Le couple (A, B) de I'axiome A2 s’appelle une coupure; A et B
sont &évidemment disjointes, donc complémentaires. Le réel défini par I'axiome
appartient a I’un, et 4 I’un seulement, des deux sous-ensembles. Il est évidemment
unique.

2 Ces axiomes ne sont pas arbitraires : ils sont justifiés par le modéle géométrique
qui a servi, historiquement, a élucider la notion de nombre récl. L’axiome Al n’est
autre qu'un résumé de propriéiés trés simples, valables par exemple pour les
nombres rationnels, que I'on désire garder méme lorsque ceux-ci deviennent
insuffisants (par exemple, en géométrie, si 'on désire pouvoir parler des longucurs
du ¢6té d’un carré et de sa diagonale); 'axiome A2, qui ne concerne que la relation
d’ordre, est rendu trés intuitif si 'on considére les réels comme les abscisses des
points d’une droite affine usuelle; le ternie de coupure évoque bien la partition de
celle-ct en deux demi-droites de nature différente :

A _ B
ou bien :
A _ B

11 existe, évidemment. de nombreuses autres axiomatiques équivalentes de R, et
des constructions explicites de ce corps, a partir de la théorie des ensembles.

1.1.3 Bornes supérieures et inférieures.

1 Rappelons quelques définitions simples liées a I"ordre dans un
ensemble.

DEFINITION / Un majorant (resp. majorant strict, minorant,
2 minorant strict) d’un sous-ensemble non vide A d’un
ensemble ordonné E est un élément supérieur ou égal
(resp. strictement supérieur, inférieur ou égal, stricte-

ment inférieur) a tous les éléments de A.

Un élément de A est un élément minimum, noté
min A (resp. maximum, noté max A) s’il est un
minorant (resp. majorant) de A.

Le sous-ensemble A est majoré (resp. minoré) s’il
admet au moins un majorant (resp. minorant).



Nous allons compléter ces définitions, bien connues, par une
nouvelle notion plus délicate: celle de borne supérieure (ou
inférieure) d’'un sous-ensemble.

DEFINITION / Un élément d’un ensemble ordonné E est une borne
3 supérieure (resp. borne inférieure) d’'un sous-
ensemble non vide A §’il est majorant de A et inférieur
ou égal a tous les autres majorants (resp. minorant de
A et supérieur ou égal a tous les autres minorants).

On le note:

sup A (resp. inf A).

2 Signalons quelques propriétés trés simples des majorants,
maximum et borne supéricure d’une partie A :

a) si m est un majorant de A, tout élément supérieur ou égal a m
est également un majorant;

b) une borne supérieure, si elle existe, est nécessairement unique, ce
qui justifie la notation sup A et I’expression «la borne supérieure

de A»;

¢) un maximum, s’il existe, est une borne supérieure de A; il est’
alors unique, d’ou la notation max A et I'expression «le maximum

de A».

La partie de R constituée par les entiers relatifs de Z n’admet ni
majorant, ni minorant. Les nombres rationnels tels que: r*> < 2
forment une partie de R majorée et minorée; les nombres /2 et
— /2 sont respectivement la borne supérieure et la borne inférieure
de cette partie; ce ne sont pas des maximums ou minimums, car ils
ne lui appartiennent pas. Le méme ensemble, considéré cette fois-ci
comme partie du corps @ des nombres rationnels, y est encore
majoré et minoré, mais n’y admet plus de borne supérieure ou
inférieure.

Notons que, dans un corps commutatif totalement ordonné,
I’ensemble des majorants d’une partie A ne peut étre le corps tout
entier comme le montre I'inégalité: a — 1 < a (équivalente a:
a<a-+1l,donca: 0 < 1)

3 Considérons une partie A de IR, non vide et majorée; ’ensemble
M, formé de tous les majorants de A, et ’ensemble M', complé-
mentaire de M dans R, ne sont donc pas vides. Ils forment une
coupure de R puisque tout élément de M’ est strictement inférieur
a tous les majorants de A qui constituent I’ensemble M.
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Seit a le nombre réel défini par cette conpure. Tl est inférieur ou
¢gal a tous les majorants de A. Supposons qu’il appartienne &3 M’;
puisque ce n’est pas un majorant de A, il existe un élément x de A
qui lui est strictement supérieur :

a < x.
On en déduit facilement les inégalités :

2a < a + x < 2x,

+ x
puis : a<2~2—x<x 2=1+1>0).
a + X y ) . - o
Le nombre v = 5 n’est pas un majorant de A puisqu’il est

inférieur a x: y appartient donc 3 M’ et, par suite, doit étre inférieur
ou égal & a d’aprés 'axiome A2. Comuie ceci est inexact, I’hypothése
de départ est absurde et a n’appartient pas 3 M', ce qui implique
que a est un majorant de A, donc la borne supérieure de A.

THEOREME / Toute partic non vide et majorée (resp. minorée) du
1 corps R admet une borne supérieure (resp. inférieure).

4 Nous avons défini la borne supérieure @ de A comme le plus
petit des majorants de A. On peut donner une autre définition de cc
nombre. Il est clair que a est un majorant de A et que les nombres
(a — ¢),avece > 0, nesont pas des majorants; d’ou les implications :

(x€A) = (x<a) (26)

(>0 = Ay, a—-t<y) (27)

Réciproquement, ces deux implications caractérisent bien la borne
supérieure de A.

EXEMPLE. On considére la suite définie par les relations :

2 2
_ . __u,,+-
Y - .

iy = Upsy =

9
2u,

Calculer la borne supérieure et la borne inférieure de I ensemble des nombres u,.
La suite étudiée est décroissante; en effet :

u,f + 2 2 — u?

u —u, = — - u = .
at+l n n

B <

2u, 2u,,




Pourn = 0, on a bien: uy; < u,.

Pour: n = 1, on peut alors écrive :

1 /u3_1+2 2 _8143_1——(113,, + 2)?
e = e = ;;,, - \211,,_1 - 8unu,,,1# o
- b, -4 1, — 2)?
T i 2 T a2 T

Par conséquent, uy = 2 est le maximum, et done la borne supéricure de I'ensemble

des valeurs de u,. Cet ensemble est minoré, puisque 'on a évidemment :

nt
u, > 0.

Le caleul précédent montre que :

2 912
u -2
p ( n- 1 )
2 —ul= - ——— <0
-l*u", 1
d’on ’inégalité entre réels positifs
u, 2 /2
(nous supposons ici existence de ce nombre, déja largement atilisé dans les classes
antéricures).
/o . . .
/2 est donc un minorant. Montrons que c’est le plus grand des minorants. done la
N !
borne inférieure. Démontrons pour cela, par récurrence, U'inégalité ;

1
n <2n*1.

Elle e~t vérifiée pour n = U puisque :

1
_ 2 e _ T
2 =uy; — 2= 51
Si elle est vraie pour n, alors:
I .
u3+1 2=I (uf—?",
U,
L A - ! 2 _ 9\2 PR
. peut étre majoré par x et (u; — 2)° par 1) d'on:
n—1 4
"3+1 -2
. g 1 1
5011 ¢ v, — 2 < —< =
4" b1

Cette inégalité. qui est done démontrée par récurrence, prouve bien que \/5 est le
plus grand des minorants, car I'existence d’un minorant: m > ; 2 entrainerait,
pour tout n, I'inégalité :

1
< g —

Les bornes cherchées sont done 2 et \/E
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1.1.4 Intervalles emboités et suites adjacentes.

1 Rappelons la notion d’intervalle d’un ensemble ordonné E.

DEFINITION / Un sous-ensemble I d’un ensemble ordonné E est un
4 intervalle de E s'il satisfait a I'implication :

(x€l et yel et x<z<y) = (z€]).

Par définition, I'ensemble [a, b] est formé des éléments x tels que:
a <x<b

Cet ensemble est évidemment un intervalle. Dans R, on parle
d’intervalle fermé borné (ou, parfois, de segment); a et b sont les
bornes.

Une suite d’intervalles [a,, b,] est dite emboitée si I'on a, pour tout
entier n, les inégalités :

a, < a,y < b,y < b,
Cette notion est équivalente a I'inclusion :

[arﬂ bn] ) [an+ 1- bn+1}‘

2 Considérons une suite d’intervalles fermés bornés emboités, et
appelons A I’ensemble des nombres a,. Les inégalités évidentes :

a, < b, < b

n

montrent que A est majoré (par tous les éléments b, et, en
particulier, par b,).

Soit x la borne supérieure de A. Montrons que x est inférieure ou
égale a tous les b,. Si ce n’était pas le cas, il existerait un entier n
tel que :

b, < x.

Posant: € = x — b, > 0, nous savons qu’il existe un élément a,

de A tel que:

x—8<a.p,

d’ou: b, < a,.






